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MATERIA: MATEMÁTICAS II

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN
El alumno contestará a los cuatro ejercicios de una de las dos opciones (A o B) que se le ofrecen. Nunca deberá
contestar a unos ejercicios de una opción y a otros ejercicios de la otra opción. En cualquier caso, la calificación
se calculará sobre las respuestas dadas a una de las dos opciones. No se permite el uso de calculadoras gráficas
ni simbólicas.
Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas.

CALIFICACIÓN: La valoración de cada ejercicio se especifica en el enunciado.

TIEMPO: 90 minutos.

OPCIÓN A

A.1. Calificación máxima: 2.5 puntos.

En un concesionario hay 28 vehı́culos de tres tipos distintos: turismos (de cuatro ruedas), motos (de dos ruedas)
y camiones (de seis ruedas). Se sabe que cinco veces el número de camiones más el número de motos es igual
al número de turismos. Además, se sabe que hay ocho ruedas de camión más que de moto. Calcular el número
total de ruedas correspondientes a los vehı́culos del concesionario.

A.2. Calificación máxima: 2.5 puntos.

Consideremos la función f(x) = 1− x2ex. Se pide:

a) (1 punto) Estudiar el crecimiento y decrecimiento de f , ası́ como su comportamiento asintótico.

b) (0.5 puntos) Demuestar que f tiene un cero en el intervalo [0, 1], indicando los resultados que garanticen
dicha exisencia.

c) (1 punto) Calcular el área acotada entre la función f(x), el eje x y las rectas verticales x = −2 y x = 0.

A.3. Calificación máxima: 2.5 puntos.

Un gato se sitúa en lo alto de poste de longitud 5 que se apoya en el punto (0, 0, 0) perpendicularmente sobre
suelo, representado por el plano z = 0. Además, se tiene una bombilla situada en el punto P (1, 3, 6). Se pide:

a) (1 punto) Calcular el punto A del suelo en el que se proyecta la sombra del gato debido a la luz emitida por
la bombilla situada en P .

b) (1.25 punto) Debido al peso del gato, el poste se inclina sin cambiar su punto de apoyo, de forma que ahora
la sombra del gato en el suelo se proyecta sobre el punto A′(−2, 3, 0). Calcular la posición actual del gato
tras inclinarse el poste.

c) (0.25 puntos) Determinar el ángulo que se ha inclinado el poste con respecto al suelo.

A.4. Calificación máxima: 2.5 puntos.

Se tienen sucesos A y B satisfaciendo P (A) = 0.3, P (B) = 0.25 y P (A |B) = 0.6. Se pide:

a) (0.5 puntos) Determinar si A y B son independientes.

b) (0.75 puntos) Calcular P (A ∩B).

c) (1.25 punto) Si otro suceso C satisface P (C |A) = 0.25 y P (A |C) = 0.7, calcular P (C). ¿Es C independi-
ente de A?
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OPCIÓN B

B.1. Calificación máxima: 2.5 puntos.

Consideremos la matriz dependiendo de un parámetro real a

A =

(
0 −2 −1
0 a 1

)
.

a) (1 punto) Discutir el rango de la matriz AtA en función del valor del parámetro a.

b) (0.5 puntos) Para a = 0, determinar las soluciones del sistema de ecuaciones A

xy
z

 =

(
1
1

)
.

c) (1 punto) Para a = −1, calcular la inversa de la matrix AAt.

B.2. Calificación máxima: 2.5 puntos.

Se considera la siguiente función definida en su dominio f(x) =
{
e2x − 1 si x ≤ 0,

x
x2−1 si x > 0.

Se pide:

a) (1 punto) Determinar el dominio de la función f , ası́ como su continuidad y diferenciablidad.

b) (0.5 puntos) Determinar las ası́ntotas verticales, horizontales u oblicuas de f .

c) (1 puntos) Calcular la integral
∫ 1/2

−1
f(x) dx.

B.3. Calificación máxima: 2.5 puntos.

Se considera el plano π : z = 1 y la recta r ≡

x = 1 + λ,
y = 2λ,
z = −1 + λ.

Se pide

a) (0.75 puntos) Determinar la posición relativa entre el plano π y la recta r, ası́ como el ángulo que forma r
con la normal a π en caso de ser incidentes.

b) (1 puntos) Calcular la proyección ortogonal de la recta r sobre π.

c) (0.75 puntos) Calcular un punto de r que se encuentre a distancia 2 del plano π.

B.4. Calificación máxima: 2.5 puntos.

En una empresa de coches de segunda mano tienen disponibles dos modelos: Ferrari y Twingo. El 95% de los
clientes compran un Twingo, y solo un 5% se deciden por comprar un Ferrari.

a) (1 punto) Si entran 5 clientes al concesionario, calcular la probabilidad de que se vendan al menos dos o
más Ferraris.

b) (0.75 puntos) Calcular, mediante la aproximación por una normal, la probabilidad de que de entre 1000
clientes que acuden al concesionario, al menos 55 compren un Ferrari.

c) (0.75 puntos) Tras el lanzamiento de un éxito musical, los dueños del concesionario se percatan de que
ahora, si el cliente lleva un Rolex, la probabilidad de que se compre un Ferrari asciende al 25%. En caso
contrario, se mantienen las probabilidades anteriores. Si sabemos que el 20% de los clientes portan un
Rolex, ¿cuál será la nueva probabilidad de que un cliente compre un Ferrari?



Distribución Normal

z

Ejemplo: si Z tiene distribución N(0, 1), P (Z < 0,45) = 0,6736.

z 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0,1 0,5398 0,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753
0,2 0,5793 0,5832 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 0,6179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
0,4 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879
0,5 0,6915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224

0,6 0,7257 0,7291 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852
0,8 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133
0,9 0,8159 0,8186 0,8212 0,8238 0,8264 0,8289 0,8315 0,8340 0,8365 0,8389
1,0 0,8413 0,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621

1,1 0,8643 0,8665 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749 0,8770 0,8790 0,8810 0,8830
1,2 0,8849 0,8869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 0,8980 0,8997 0,9015
1,3 0,9032 0,9049 0,9066 0,9082 0,9099 0,9115 0,9131 0,9147 0,9162 0,9177
1,4 0,9192 0,9207 0,9222 0,9236 0,9251 0,9265 0,9279 0,9292 0,9306 0,9319
1,5 0,9332 0,9345 0,9357 0,9370 0,9382 0,9394 0,9406 0,9418 0,9429 0,9441

1,6 0,9452 0,9463 0,9474 0,9484 0,9495 0,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545
1,7 0,9554 0,9564 0,9573 0,9582 0,9591 0,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633
1,8 0,9641 0,9649 0,9656 0,9664 0,9671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
1,9 0,9713 0,9719 0,9726 0,9732 0,9738 0,9744 0,9750 0,9756 0,9761 0,9767
2,0 0,9772 0,9778 0,9783 0,9788 0,9793 0,9798 0,9803 0,9808 0,9812 0,9817

2,1 0,9821 0,9826 0,9830 0,9834 0,9838 0,9842 0,9846 0,9850 0,9854 0,9857
2,2 0,9861 0,9864 0,9868 0,9871 0,9875 0,9878 0,9881 0,9884 0,9887 0,9890
2,3 0,9893 0,9896 0,9898 0,9901 0,9904 0,9906 0,9909 0,9911 0,9913 0,9916
2,4 0,9918 0,9920 0,9922 0,9925 0,9927 0,9929 0,9931 0,9932 0,9934 0,9936
2,5 0,9938 0,9940 0,9941 0,9943 0,9945 0,9946 0,9948 0,9949 0,9951 0,9952

2,6 0,9953 0,9955 0,9956 0,9957 0,9959 0,9960 0,9961 0,9962 0,9963 0,9964
2,7 0,9965 0,9966 0,9967 0,9968 0,9969 0,9970 0,9971 0,9972 0,9973 0,9974
2,8 0,9974 0,9975 0,9976 0,9977 0,9977 0,9978 0,9979 0,9979 0,9980 0,9981
2,9 0,9981 0,9982 0,9982 0,9983 0,9984 0,9984 0,9985 0,9985 0,9986 0,9986
3,0 0,9987 0,9987 0,9987 0,9988 0,9988 0,9989 0,9989 0,9989 0,9990 0,9990



MATEMÁTICAS II

CRITERIOS ESPECÍFICOS DE CORRECCIÓN Y ESTÁNDARES EVALUADOS EN CADA PREGUNTA

Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas.
En cada ejercicio, aunque el procedimiento seguido sea diferente al propuesto en el documento de soluciones,
cualquier argumento válido que conduzca a la solución será valorado con la puntuación asignada.

A. 1.

Planteamiento: 1.5 puntos.
Resolución: 1 punto.

Estándares de aprendizaje evaluados: Formula algebraicamente las restricciones indicadas en una situación
de la vida real, estudia y clasifica el sistema de ecuaciones lineales planteado, lo resuelve en los casos que sea
posible, y lo aplica para resolver problemas.

A. 2.

a) Monotonı́a: 0.5 puntos. Comportamiento asintótico: 0.5 puntos.
b) Reconoce las hipótesis del teorema de Bolzano: 0.25 puntos. Aplicación correcta: 0.25 puntos.
c) Resolución de la integral indefinida: 0.75 puntos. Aplicación de la regla de Barrow: 0.25 puntos. Para la
aplicación de la regla de Barrow, no se penalizará si la integral indefinida es incorrecta.

Estándares de aprendizaje evaluados: Conoce las propiedades de las funciones continuas, y representa la
función en un entorno de los puntos de discontinuidad. Aplica los conceptos de lı́mite y de derivada, ası́ como los
teoremas relacionados, a la resolución de problemas. Aplica los métodos básicos para el cálculo de primitivas de
funciones. Calcula el área de recintos limitados por rectas y curvas sencillas o por dos curvas.

A. 3.

a) Calculo de la recta que une el gato y la bombilla: 0.5 puntos. Resolución de la intersección: 0.25 puntos.
b) Cálculo de la recta que une la sombra y la bombilla: 0.5 puntos. Planteamiento del problema de distancia: 0.5
puntos. Resolución: 0.25 puntos.
c) Cálculo correcto: 0.25 puntos.
Observación: No se penalizará si el punto obtenido en el apartado b) no es correcto.

Estándares de aprendizaje evaluados: Expresa la ecuación de la recta de sus distintas formas, pasando de
una a otra correctamente, identificando en cada caso sus elementos caracterı́sticos, y resolviendo los problemas
afines entre rectas. Obtiene las ecuaciones de rectas y planos en diferentes situaciones. Determina ángulos,
distancias, áreas y volúmenes utilizando los productos escalar, vectorial y mixto, aplicándolos en cada caso a la
resolución de problemas geométricos.

A. 4.

a) Resolución: 0.5 puntos.
b) Planteamiento: 0.5 puntos. Resolución: 0.25 puntos.
c) Aplicación de la regla de Bayes: 0.5 puntos. Resolución: 0.5 puntos. Independencia: 0.25 puntos.

Estándares de aprendizaje evaluados: Calcula la probabilidad de sucesos en experimentos simples y com-
puestos mediante la regla de Laplace, las fórmulas derivadas de la axiomática de Kolmogorov y diferentes
técnicas de recuento. Calcula probabilidades a partir de los sucesos que constituyen una partición del espa-
cio muestral.



MATEMÁTICAS II

CRITERIOS ESPECÍFICOS DE CORRECCIÓN Y ESTÁNDARES EVALUADOS EN CADA PREGUNTA

Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas.
En cada ejercicio, aunque el procedimiento seguido sea diferente al propuesto en el documento de soluciones,
cualquier argumento válido que conduzca a la solución será valorado con la puntuación asignada.

B. 1.

a) Cálculo de AtA: 0.5 puntos. Rango: 0.5 puntos.
b) Planteamiento: 0.25 puntos. Resolución: 0.25 puntos.
c) Cálculo de AAt: 0.5 puntos. Cálculo de la inversa: 0.5 puntos.

Estándares de aprendizaje evaluados: Realiza operaciones con matrices y aplica las propiedades de estas
operaciones adecuadamente. Determina el rango de una matriz, hasta orden 4, aplicando el método de Gauss o
determinantes. Determina las condiciones para que una matriz tenga inversa y la calcula empleando el método
más adecuado.

B. 2.

a) Dominio: 0.25 puntos. Continuidad: 0.25 puntos. Derivabilidad: 0.5 puntos.
b) Ası́ntotas horizontales: 0.25 puntos. Ası́ntotas verticales: 0.25 puntos.
c) Resolución de la integral indefinida: 0.75 puntos. Aplicación de la regla de Barrow: 0.25 puntos. Para la
aplicación de la regla de Barrow, no se penalizará si la integral indefinida es incorrecta.

Estándares de aprendizaje evaluados: Conoce las propiedades de las funciones continuas, y representa la
función en un entorno de los puntos de discontinuidad. Aplica los conceptos de lı́mite y de derivada, ası́ como los
teoremas relacionados, a la resolución de problemas. Aplica los métodos básicos para el cálculo de primitivas de
funciones. Calcula el área de recintos limitados por rectas y curvas sencillas o por dos curvas.

B. 3.

a) Posición relativa: 0.25 puntos. Ángulo: 0.5 puntos.
b) Planteamiento: 0.5 puntos. Resolución: 0.5 puntos.
c) Planteamiento: 0.5 puntos. Resolución: 0.25 puntos.
Observación: No se penalizará si solo se obtiene un punto en el apartado c).

Estándares de aprendizaje evaluados: Expresa la ecuación de la recta de sus distintas formas, pasando de
una a otra correctamente, identificando en cada caso sus elementos caracterı́sticos, y resolviendo los problemas
afines entre rectas. Obtiene las ecuaciones de rectas y planos en diferentes situaciones. Determina ángulos,
distancias, áreas y volúmenes utilizando los productos escalar, vectorial y mixto, aplicándolos en cada caso a la
resolución de problemas geométricos.

B. 4.

a) Planteamiento: 0.25 puntos. Resolución: 0.5 puntos.
b) Planteamiento: 0.5 puntos. Resolución: 0.25 puntos.
c) Planteamiento de la regla de la probabilidad total: 0.5 puntos. Resolución: 0.25 puntos.

Estándares de aprendizaje evaluados: Calcula la probabilidad de sucesos en experimentos simples y com-
puestos mediante la regla de Laplace, las fórmulas derivadas de la axiomática de Kolmogorov y diferentes
técnicas de recuento. Calcula probabilidades a partir de los sucesos que constituyen una partición del espa-
cio muestral. Calcula probabilidades asociadas a una distribución binomial a partir de su función de probabilidad,
de la tabla de la distribución o mediante calculadora. Calcula probabilidades de sucesos asociados a fenómenos
que pueden modelizarse mediante la distribución binomial a partir de su aproximación por la normal valorando si
se dan las condiciones necesarias para que sea válida.



MATEM ´ATICAS II—
SOLUCIONES 

A.1.
Denotamos por x el número de turismos, y el número de motos y z el número de camiones. Entonces tenemos

x+ y + z = 28,
5z + y = x,
6z = 2y + 8.

Las soluciones son x = 20, y = 5, z = 3, por lo que el número total de ruedas es 108.

A.2.
a) La derivada de f es f ′(x) = 2xex + x2ex, que es positiva en (∞,−2) y en (0,∞) (luego f es creciente en estos intervalos)
y negativa en (−2, 0) (luego f es decreciente). Tiene un máximo local en x = −2 y un mı́nimo local en x = 0. También tiene
y = 0 como ası́ntota horizontal para x→ −∞.

b) Como f(0) = 1 > 0, f(1) = 1 − e < 0 y f es continua en el intervalo [0, 1], por el teorema de Bolzado f tiene un cero en
ese intervalo.

c) Aplicando integración por partes dos veces, obtenemos∫ 0

−2

f(x) dx =

∫ 0

−2

(1− x2ex) dx =
[
ex(−x2 + 2x− 2) + x

]0
−2

= 10e−2.

A.3.
a) Como el gato se sitúa perpendicular al suelo a altura 5, su posición es el punto B(0, 0, 5). De este modo, un vector director
para la recta que determina la trayectoria de la sombra del gato es P −B = (1, 3, 1) y, por tanto, la expresión paramétrica de
esta recta es

r ≡


x = λ,
y = 3λ,
z = 5 + λ.

De este modo, el corte con el plano z = 0 satisface 5 + λ = 0⇒ λ = −5 y, por tanto, dicho corte es el punto (−5,−15, 0).

b) Un vector director para la recta que une P con A′ es P −A′ = (3, 0, 6) y, por tanto, esta recta tiene expresión paramétrica

r ≡


x = 1 + 3λ,
y = 3,
z = 6 + 6λ.

Como el gato será el único punto de esta recta a distancia 5 del origen, se tiene 52 = (1 + 3λ)2 + 32 + (6 + 6λ)2 = 45λ2 −
78λ+46⇔ 45λ2− 78λ+21 = 0⇔ λ = 7

5
, 1
3
. Para λ = 7/5 se obtiene el punto (−16/5, 3,−12/5), que no es factible por estar

por debajo del suelo. De este modo, la solución buscada se obtiene para λ = 1/3, dando lugar al punto B′(0, 3, 4).

c) El vector normal al suelo es v1 = (0, 0, 1), mientras que el vector director del poste inclinado es v2 = (0, 3, 4). En
consecuencia, el ángulo α entre ambos cumple cos(α) = v1·v2

|v1||v2|
= 4

5
⇒ α ≈ 0.64.

A.4.
a) Como P (A |B) 6= P (A), los sucesos no son independientes.

b) Se tiene P (A ∩B) = P (A |B)P (B) = 0.15.

c) Se tiene P (A |C) = 0.3. Ası́, P (C) = P (C |A)P (A)/P (A |C) = 0.25. Como P (A |C) = P (A), son independientes.



MATEMÁTICAS II—SOLUCIONES
Documento de trabajo orientativo

B.1.

a) Se tiene AtA =

 0 0 0
0 a2 + 4 a+ 2
0 a+ 2 2

. Esta matriz no tiene nunca rango 3, y tendrá rango 1 si y solo si

det

(
a2 + 4 a+ 2
a+ 2 2

)
= a2 − 4a+ 4 = 0, que ocurre si y solo si a = 2.

b) El sistema es
{
−2y −z = 1,

0 +z = 1,
que es compatible indeterminado y tiene por solución x = λ, y = −1, z = 1.

c) Se tiene AAt =

(
5 1
1 2

)
que tiene por inversa (AAt)−1 = 1

9

(
5 −1
−1 2

)
.

B.2.
a) El dominio de f es R − {1}, donde tiene una ası́ntota vertical porque limx→1

x
x2−1

= ±∞. Como limx→0− e
2x − 1 = 0 =

limx→0+
x

x2−1
, se tiene que f(x) es continua en R − {1}. No obstante, como f ′(x) =

{
2e2x si x < 0,

− x2+1
(x2−1)

si x > 0.
se tiene que

limx→0− f
′(x) = 2 6= −1 = limx→0+ f

′(x), luego f(x) no es derivable en x = 0 y, por tanto, es derivable en R− {0, 1}, al ser
allı́ composición de funciones continuas.

b) Se tiene que limx→∞ f(x) = limx→−∞ f(x) = 0, luego y = 0 es una ası́ntota horizontal en ambas direcciones. Además,
como limx→1 f(x) = ±∞, x = 1 es ası́ntota vertical de f(x).

c) Separando la integral en dos partes, obtenemos∫ 1/2

−1

f(x) dx =

∫ 0

−1

(e2x − 1) dx+

∫ 1/2

0

x

x2 − 1
dx =

[
1

2
e2x − x

]0
−1

+

[
1

2
log(|x2 − 1|)

]1/2
0

=
1

2

(
log(3/4)− e−2 − 1

)
.

B.3.
a) Resolviendo el sistema, obtenemos que P (3, 4, 1) es el único punto de intersección entre r y π, por lo que son incidentes.
El vector normal a π es v1 = (0, 0, 1) y el vector director de r es v2 = (1, 2, 1), luego el ángulo formado satisface cos(α) =
(v1 · v2)/(|v1||v2|) = 1/

√
6⇒ α ≈ 1.15

b) Tomamos el punto Q(1, 0,−1) ∈ r. La recta ortogonal a π que pasa por Q es s ≡ x = 1, y = 0,−1 + λ que se interseca
con π en el punto Q′(1, 0, 1). Ası́, la recta proyección pasa por el punto P con vector director Q− P = (2, 4, 0) y, por tanto, es

la recta r′ ≡


x = 3 + 2λ,
y = 4 + 4λ,
z = 1.

c) Tomamos un punto R(1 + λ, 2λ,−1 + λ) ∈ r genérico. Su proyección ortogonal a π es R′(1 + λ, 2λ, 1) y, por tanto, la
distancia de R a π es |R − R′| = |(0, 0,−2 + λ)| = | − 2 + λ|. La ecuación | − 2 + λ| = 2 tiene por soluciones λ = 0 y λ = 4,
que se corresponden a los puntos (1, 0,−1) y (5, 8, 3), respectivamente.

B.4.
a) Consideremos la variable aleatoria X ≡ número de Ferraris vendidos en 10 clientes, que es una binomial con parámetros
p = 0.05 y n = 10. Se tiene P (X = 0) = (0.95)5 ≈ 0.77 y P (X = 1) = 5 · (0.95)4 · 0.05 ≈ 0.20. De este modo, la probabilidad
buscada es 1− P (X = 0)− P (X = 1) ≈ 0.02.

b) Como np > 5, es aceptable la aproximacón normal. Tenemos ası́ que si Y ≡ número de Ferraris vendidos en 1000 clientes,
entonces Y ∼ N(50, 6.89) y, por tanto

P (Y ≥ 54.5) = 1− P (Y ≤ 54.5) = 1− P
(
Y − 50

6.89
≤ 54.5− 50

6.89

)
= 1− P (Z ≤ 0.65) ≈ 0.26.

c) Si F denota el suceso “comprar un Ferrari” y R el suceso “llevar un Rolex”, usando la regla de la probabilidad total se tiene
P (F ) = P (F |R)P (R) + P (F |R)P (R) = 0.09.


